Egzamin z matematyki dyskretnej
21 czerwca 2024 r,

Cz¢éé zadaniowa

\/Zadanie 1. Udowodnij, znajdujgc interpretacj¢ kombinatoryczna, ze dla do-
wolnych liczb naturalnych n, m:
Q) HAC[n+n+1]: [Al2n+1} =], (")) 2m.
(Wskazéwka: kazdy zbiér skoriczony A C N o co najmniej n+1 elementach
ma clement o numerze n + 1 w numcracji rosngeej a1 < ... < ag, gdzie

k=|Ali A={ay,...ax}).
(ii) z;j—_o (n;j) Lom=j 4 Z?=0 (m;-j) Lon=j — gm+n+l

Zadanie 2. Udowodnij, zc dla dowolngej liczby naturalnej 1 > 1 liczba wszyst-
kich zbioréw A C [n] spelniajacych warunek
vke{l,...,n-1} (ke A=>k+1€A)
25 e -

2 n k |
1)k - n—2k obe
> (-1) ( " )2 . =
k=0
(Uwaga: z drugiej strony liczba tych zbioréw jest réwna n+1 i jest wsréd nich

jest réwna

zbidr pusty).

\/Zadanie 3. Ile réinych chodnikéw dlugoéci n > 1 i szerokosci 1 (w kazdym
miejscu dokladnie 1) mozna utozyé dysponujac nieograniczonym zapasem plyt
nastepujacych ksztaltow i rozmiardw: nieodréznialne plyty kwadratowe 1 x 1,
nieodréznialne plyty prostokatne 1 x 2, nieodréznialne plyty trojkatne 1 x1x V2?7

Zadanie 4. Zaléimy, ze w danym spéjnym grafie (prostym) G kazdy wierz-
cholek ma stopien parzysty. Usuwamy z grafu G dowolny wierzcholek v wraz ze
wszystkimi krawedziami incydentnymi otrzymujac graf H. Udowodnij, ze jesli
stopien wierzcholka v w grafie G jest réwny 2k, to liczba skladowych sp6jnosci

grafu H wynosi co najwyzej k.

Zadanie 5. Kolorowaniem krawedziowym grafu (prostego) G = (V, E) za po-
moca k koloréw, gdzie k > 0, nazwijmy dowolna funkcje h : E — [K], taka, e
jesli e;,e2 € E sa dwiema réznymi krawedziami o wspélnym wierzchotku, to

h(e1) # h(ez).

Udowodnij, ze dla dowolnego grafu dwudzielnego G(W1, V2) najmniejsza licz-
ba k taka, ze istnicje kolorowanie krawedziowe grafu G za pomoca k koloréw

(krawedziowa liczba chromatyczna grafu G) jest réwna d = max{d(v) : v € vV},
gdzie V = V, UV, jest zbiorem wszystkich wierzchotkéw grafu G, a d(v) oznacza

stopieh wierzcholka v € V. .
(Wskazéwka: rozwaz najpierw przypadek, gdy stopieni kazdego wierzcholka

grafu G jest réwny d).

Przypominamy, ze na egzaminie wolno wykorzystywaé fakty udo-
wodnione na wykladach (kazdorazowo wyraznic zaznaczajac, zc Si¢ z
takiego faktu korzysta), natomiast ewentualne wykorzystanie zada-
nia przeanalizowanego na ¢wiczeniach wymaga napisania jego roz-
wigzania.

Prosimy o napisanie rozwigzania kazdego zadania na oddzielnej,
czytelnie podpisanej kartce.
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Czgsé tcoretyczna

Podaj definicje i sformmlowania nast¢pujacych pojeé i twierdzen oraz odpo-
1 demenk

wicdz na zadanc pytania, podajac krétkic uzasadnienia.

M

Jr.

10.

Tle jest ciggéw dlngosei n > 1 o wyrazach w zbiorze {1,2, 3,4}, ktorych zbior
wyrazéw ma co najwyzej 3 clementy?

Ile jest ciagéw (ax)f_, dlugosci n 2 2 o wyrazach w zbiorze {1,2,3}, ktére
spelniajg warunek:

Ske{l,...,n—1} arp1 < ax?

Ciag Fibonaccicgo — jedna, starannic opisana interpretacja kombinatoryczna
i wzdr rekurencyjny.

Uzasadnij wzér (n > 1):

5[] = 3 isista,

k=0 gESH

gdzie [7] oznacza liczbe Stirlinga I rodzaju, S, jest grupa wszystkich per-
mutacji zbioru [n], a fiz(g) = {k € [n] : g(k) = k} jest zbiorem punktéw
stalych permutacji g € Sp.

Wzér Eulera dla wieloécianéw wypukiych.

Zalézmy, ze kazda krawedZ grafu pelnego K, o zbiorze wierzchotkéw [n]
(n > 3) pokolorowaliémy kolorem czerwonym lub zielonym w taki sposéb,
se kazdy wierzcholek jest incydentny z wigksza liczba krawedzi zielonych
niz czerwonych. Rozstrzygnij (odwolujac si¢ do odpowiedniego twierdzenia),
czy graf ,zielony” (o zbiorze wierzchotkéw [n] i wszystkich zielonych krawe-

dziach) ma cykl Hamiltona.
Jaki jest kod Priifera drzewa T = (V, E) o zbiorze wierzchotkéw

V ={1,2,3,4,5,6,7,8}

i zbiorze krawedzi
E = {{1,2},{1,4},{2,5},{2,6},{3,4}, {4, 7},{4,8}}?

Dla jakich par (n,m), gdzie n,m > 1in+m = 6, graf Ko m jest planarny?
Skojarzenie pelne z Vi do V; w grafie dwudzielnym G(V4,V2) i twierdzenie

Halla o jego istnieniu.
Niech G bedzie grafem powstalym w wyniku usunigcia z grafu K, gdzie
n > 2, jednej krawedzi. Jaka jest liczba chromatyczna grafu G?



